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Devoir surveiller n°3 sur les lecons suivantes :
CALCUL TRIGONOMETRIQUE et LES SUITES NUMERIQUES
Durée :2 heures (La correction voir @) http://www.xriadiat.com )

Exercicel : (3pts) (1pt+1pt+1pt)
Résoudre dans [0;27] I'équation :3cosx+sinx=+/3

Solution : Transformation de : \/§cosx+sinx ra=+3 etb=1

Donc : a2 +b? =43’ +12 =/4 =2
J3

Donc : \/§cosx+sinx=2(7cosx+%sin XJ:Z(cos%cosqusin%sin xj
Donc : \/§cosx+sinx:2cos[x—%)

J3cosx+sinx = «/_<:>2cos(x—€] f@COS(X—%]Zg@COS(X—%j:COS(%j

<:>X—Z=£+2k7z ou x—%:—%+2kﬂ @x:%+2kﬂ ou x=2kz avec keZ

7
Apres encadrement dans : [0;27] On trouve : S = {0;5;27f}

Exercice2 : (3,5pts) : (2pt+1,5pt)

x 1 x .10
[ 0;,— -lanoa =— ' 0: = .sinfB=—-
1) Soit ae} 2[ tel que 7 et soit ﬂe} 4[ tel que B 10
1)Calculer : tan(2.)
2) En déduire que : o + 2 = %
_ 2tan(p) T
; ctan(2f8)=———+< V 0;,—
Solution :1) On a: tan(2/) T () ,Be:| 4[
(5) (5)_sv(p) 10 i
sin( g ) sin? sin 10 10 1 3
t =2Vt = = ~10_=
Or tan(3) cos(ﬁ): an” () cos? (B)  1=sin® () 1_i 99 et comme ﬂe} 4[
10 10
1 1
Alors : tan()>0 donc :tan(3) = \/; 3
Zx; 2 3
Par suite : tan(2f) = 1 =§: "
9 9
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2) Déduisons que: a+2p3 = %

Calculons : tan(c +2/)

1 3 25

tan () +tan(253) 774 28
-t 20)= N B
Ona: tan(a+2p) 1—tan(a)xtan(24) 1_1x3 25

7

4 28

Donc: tan(a+24) =1

Donc : 0[+2ﬂ:%+k72' avec: keZ
Mais on a : ae}o;z[ et ﬁe}o;z[

2 4
Donc : O<a<% et0<,b’<%

Donc : O<a<% et 0<2,8<%
Donc: O<a+28<nxm

Donc : O<%+k7r<7r c'est-a-dire : 0<%+k<l<:>—%<k<%:>

Par suite : a+2ﬁ:£+0><7;:£
4 4

Exercice4 : (4pts) : (1pt+1,5pt+1,5pt)

Soit xeR

1) Factoriser les expressions suivantes : Sin5x—sin3x et sin5x+sin 3x
2) Montrer que : VxeR:sin®5x —sin®3x = sin 2xxsin 8x

3) En déduire les solutions dans R de I'équation : 2sin®5X+C€0s6x—1=0

Solution : 1) On sait que : sin p+sing :25in( p;qjcos( p—qj

2
sin p—sing =2(;os( p;qjsin( p;qj

Donc : SiN5X+Ssin3x = 2sin (SXZSXJCOS(SX;BXJ =2sin (4x)cos(x)

Donc : SiIN5X—sin3x = Zcos(SXZBXJsin (5)(;3)() =2co0s(4x)sin (x)

2) Montrons que : ¥xeR:sin®5x—sin® 3x =sin 2x xsin 8x

sin® 5x —sin” 3x = (sin 5x +sin 3x) (sin 5x —sin 3x) = 2sin (4x)cos(x)x 2sin(x)cos(4x)

Donc : sin®5x—sin”3x = 2sin(4x)cos(4x)2cos(x)xsin(x)=sin(8x)sin(2x)
Car : 2c0s(X)xsin(X)=sin(2X)
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3) Déduisons les solutions dans R de I'équation : 2sin®5x+c0s6x—1=0
cos6x = cos(2(3x)) = cos? 3x —sin? 3x =1—2sin? 3x
2sin®5x+c0s6x—1=0 < 2sin®5x+1-2sin*3x-1=0
< 2s5in?5x—2sin’3x =0 < sin®5x—sin®3x =0 < sin 2xxsin8x =0
<sin2x=0 ou sin8x=0 < 2x=kzr ou 8x=kzr :keZ

<:>x—k—” ou x—k—” - keZ
2 g "€

Donc: S; ={k§;%/ke2}

Exercice5 : (3pts) : (0,5pt+1,5pt+1pt)

1) Monter que : VxeR ; €0s5x =16c0s’ X —20cos® X +5cos x
2) Vérifier que : 16x° — 20x° +5x+1=(x+1)(4x* - 2x—1)2

3) On pose : Cos[%j:t :

1+\/§

4

Monter que : T est une solution de I'équation : 4X* —2X —1et déduire que : t =

4) En dédui -sinz-cosz—”-sinz—”-cos7r sin| =
) En déduire : 5 ) 5 ) 5 | [Ejet 10

Solution : 1) Montons que : VXeR ; cos5x =16cos® x —20cos® x +5cos x

cos5x = cos(2x+3x) = cos(2x)cos(3x)—sin(2x)sin (3x)

Comme on a : cos2x = 2cox’x—1 et Sin2X = 2Sin XCoSs X

Etona cos3x=cos(x+2x)=cos(x)><cos(2x)—sin(x)><sin(2x)(1—4sin2 x)cosx

Comme on a : cos2x=1-2sin’x et Sin2X = 2SIin XCOS X

Donc : cos3 = cos xx(1-2sin® x)—2sin” xcos X = cos X x (1-2sin’ X — 2sin” x) = cos xx (1—4sin” x)

Donc : cos3=cos xx(1-4sin’ x)

sin3x =sin(x+2x) =sin(x)xcos(2x)+cos(x)xsin(2x)

$in3x =sin(X+2x) = sin xx(—1+2c0s” X ) + Cos X x 25iN X COS X

sin3x =sin xx(~1+2cos” X+ 2¢os’ x) = sin xx (~1+4cos’ x)

Donc: cos5x =sin xx(2cos® x—1)(4cos® x—3)cos x—2cos xsin® xx(4cos” x —1)
cos5x = (2cos® x—1)(4cos” x—3cos x) —2¢os x (1—cos” x)(4cos® x 1)

cos5x =8c0s’® x —6¢0s® x —4cos® x +3cos X —8cos® x + 2cos x +8cos’ X — 2cos® x
Donc: VXxeR : cos5x =16cos® x —20cos® x +5cos x

2) Verifions que : 16x® —20x® +5x+1=(x+1)(4x —2x—1)2

(4x2 — 2x—l)2 =16X* +4x? +1—-1-16x%° +8x* +4x
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(4% —2x—1)" =16x* —4x* ~16x° + 4x+1
Donc: (4x? —2x—1)° =16x* —16x° —4x® +4x+1
Donc: (x+1)(4x? —2x—-1)" =(x+1)(16x* —4x> —16x° + 4x+1)
Donc: (x+1)(4x2 — 2x—1)2 =16x° —16x* —4x® +4x* +16x* —16x° —4x* +4x+1

Donc: (x+1)(4x2 —2x—1)2 =16x° —20x° +5x +1

3) On pose : cos[%)ﬂ

1+\/§
4

Montrons que : T est une solution de I'équation : 4x> —2x—-14) et déduisons que : t =

Ona: COS5X =16C0s° X —20c0s® X +5C0S X et 16x° —20x° +5x +1=(x +1)(4x* —2x—1)’

cos5x+1=(cos x+1)(4cos’ x—2cosx—1)2 on prend : = =x on trouve : COSX =t

E
cosz+1=(t+1)(4t> -2t —1)2 < 0=(t+1)(4t’ —2t—1) et puisque : t#-1<t+120

~J5+1 o J5+1
4 4

S 0=4t>-2t—1 A=20 t=

\/§+1

4

ut= et comme cos(%jzbo car 0<£<%
5

Alors : t=

4 16

J5 +1]2 _10-245

4)Déduction : On a : sinz(gjzl—cosz(%jzl—[

Alors : sin(gjz\/lo‘z‘/g _ J10-2,5

16 4

On a aussi: cos(%ﬁj:cos(hgj 2C 0582 (5) -1= 2(\/§+1j 1:6+2\/§_8:\/§_1

Vs
et comme/ COS(€]>O car 0<£<%
5

4 8 4

Onaaussi:sin(%ﬁj:Zsin[Sjcos(sj [\/_+1]\/1072\/_ (\/§+1) 10-25

4 4 8

On a aussi : cos(ﬁ}cos[f/zj X cosz(£j=cosz(z/2j:E cos(fjﬂ
10 5 10 5 2 5

cosz(ﬁ} 1(\/§+1+1]=\/§+5:10+2\/§ etpuisque:cos[lzj>o alors : cos(ﬁ)j 10+ 245

10) 2\ 4 8 16 4

car sin(x) = 2sin (gjcos(gj

D,
=5
7N\
oy
N—

Onaaussi: sipf = |-1
10) 2
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10 2

Sin(n) 10-2\5 _1 /10 2\/_ _10- 2f J5+1
10 22/10 2./5 2 10+2 2 4

Exercice6 : (3,5ptS) © (1pt+1pt+0,5pt+0,5pt+0,5pt)
Exercice2 : (3pts)

1
Soit ae}—%;O[ tel que : tan«a =—7 et soit ﬂe}%;%{ telque : tan S =2

Calculer: ¢ —2p
Solution : Calculons : tan(a —2/3)

tan(a)—tan(2/)
1+tan(a)xtan(2p)

Ona: tan(a—2p)=

Calculons : tan(2/)
2tan (/) 4 4

tan(2p) = T1-4 3
an(25) 1-tan*(B) 1-4 3
(@) -w(28) 375
tan (o) —tan (23 7.3_2
-t -20)= - N\
Donc : tan(a —25) 1+tan(a)xtan(24) 1+1><ﬂ ) 3
7 3 21

Donc : 0[—2ﬂ=%+k72‘ avec: keZ

Mais on a : ae}—Z;O[ et ﬁe}ﬁ Z[
2 4 2

Donc: —-Z <a <0 et£</3<Z
2 4 2

Donc : —%<a<0 et%<2,b’<7z

T
Donc : —E<a<0 et _7;<_2/3<_%

Donc : —3—7[<a 2ﬁ<—Z
2 2

Donc : —37”<%+k7r<—% c’est-a-dire : —g<%+k<—%<:>—1,75<k<—0,75:>

. T T
Parsuite: -2 =—+(-1)x=——mw=|——
V&) 4 ( ) 2 T 2

Exercice3 : (3pts) : (15pt+15pt) ;
(1,5pt) Soit la suite récurrente (u,,) _ définie par: u, =(-1)"sins/n  VneN
Montrer que (u,)__, est bornée
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Solutions : Une suite (u,)__, est bornée si et seulement s'il existe un réel positif M tel que :
Vnel |u,|<M
Soit neN ona:u,|= ‘(—1)n sin \/ﬁ‘ = ‘(—1)””sin \/ﬁ‘ = ‘sin \/ﬁ‘ <1
Donc: |u,|<1.VneN

Donc : (u,),_, est bornée

1

Exercice4 : Soit la suite récurrente (un)neNdéfinie par: U, =1+§+§+---+H ; VneN

1) Calculer: U, ; U, ; Uj,
2) Calculer : U, ., — U, en fonction de n

3) Calculer : U, ., — U,, enfonction de n

Solution : 1) Pourn=lona: U =1=|u =1

1
Pourn=2ona: U, =1+§:> u, =—

1 1
Pourn=3ona: U3=1+E+§:> U, ==

2) Soit: neN" ;

1 1 1 1 1 1 1 1
u,,—u =|1+—+—-+..+—+ — I+ =+=+...+— | =
( 2 3 n n+1j ( 2 3 n n+1

ot
n n+1 2n+1 n n+l n+2 2n+1

11 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Uy —U = I+ =+ =+ —F+—+...+ —| 4+ ==+ +— = + :
(133 ey

Exercice5 : Soit (V,) , la suite définie par : v, =2""(1-3n)  vneN
n+1_4Vn

Solution : Ona:V,,, =2""" (l—3(n + 2)) =2 (1—3(n + 2))

4V, —4v, =4x2" (1-3(n+1))=4x2"*(1-3n) =2° x 2" (-2-3n) - 2° x2"* (1-3n)

4v,., —4v, =2"?(-2-3n)-2"*(1-3n) =2"* (-4 —6n—1+3n) = 2" (1-3(n+2))

Vérifier que : v,,, =4v

Donc:V, ., =4V, ,—4V, vneN

: : L g 2+cosn
Exercice9 : Soit la suite récurrente (un)n y définie par: U, =——= VneN
: 3-siny/n

Montrer que (U, ). _, est bornée

Solutions : Soit ne N ona:-1<cosn<l; VheN et-1<sinJn<1
Donc :1< 2+cosn<3et ~1<—siny/n <1

Donc :1<2+cosn<3et 233—Sin\/ﬁﬁ4

. 1
< <
Donc :1<2+cosn<3et %gmg%
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. 2+cosn
: e 3
pone %£3—sin\/n Sé

Cad : % <u, < % C'est-a-dire : (U, ) _ estbornée

9
Uy =3——
Exercice10 : Soit (u,) _. la suite récurrente définie par : " 4u, ; VneN
U, =3
o3
Montrer que (u, ) _,, est minorée par 5

Solutions : Montrons que gﬁun Vn e Neese

létapes:n=0ona: ESUO car 233
Donc la proposition est vraie pour n=0

2étapes : Hypothése de récurrence : Supposons gue: gs u,

3étapes : Montrons alors que : E SUp,.??

6(u —3]
u _§:3_i_§:—2 et puisque ona:géun alors : un—§20 et 0<4u,

"o a2 4u

n n

3 .
Donc: u,,, - >0 cest-a-dire : > SUp g

Donc : §SU vn eN

n

3

Par suite : (u,)__ est minorée par 5

U, =3

Exercicel2 : Soit la suite récurrente (U, ) _ définie par L - (3n+3)u, -8n-12 ; VYneN’

n+1

n

Montrer que (U, ) _, est majorée par 0.

n=2
Solutions : Montrons par récurrence que : Vn e N—{O;l} u <0
1étapes : calculons u,

(3+3)u, —8-12 18-8-12
U, = U =—
1

=>Uu,=-2

Ona: u, <0 donc la proposition est vraie pour n=0

2étapes : Hypothése de récurrence : Supposons que: u, <0
<0??

n+l —

Ona: u,<0 etn>0 donc (3n+3)u,-8n-12<0

3étapes : Montrons alors que : u

Donc: u <0 etdonc: u ,<0

n+l n+l

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB
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D'ou: VneN-{0;1} :u, <0
Donc : (un)nzz est majorée par 0.

Exercice2 : (5,5pts) : (1,5pt+1pt+1,5pt+1,5pt)

Soit (U, ) . la suite définie par: Uy =2 ,— . VneN"

neN*

Etudier la monotonie de la suite (Un )neN*
n+1 2k n 2k n 2k 2n+1 n 2k
DS 2

Solutions :u,,; —U, = > = —
k=1 k k=1
n+1

Donc : U,,; —U, = 1 >0 parsuite: U, <U.,, VneN’
Donc :la suite (u, )__ est strictement croissante
: : : i 2, +1
Exercicel6 : Soit la suite (un) définiepar: U, =a avec: a>1 et U, = >
u, +

1) Montrer que : la suite (u, )est minorée par 1
2) Montrer que la suite (u, ) est décroissante
Solutions : 1) Montrons que 1<uU,  VneN¢fese

létapes :n=0ona:1<U, carl<a
Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : Hypothése de récurrence : Supposons que : 1<u_

3étapes : Montrons alors que : 1<uU,,??

Remarque importante : on peut essayer d’écrire : U, ,; sous une autre écriture pour pouvoir faire
a,+41 2(u,+2)-3 2(u,+2) -3 _, 3

des encadrements : u_, =

un+2_ u, +2 u,+2 un+2_ u,+2
Ona:1<u, donc:3<u,+2 donc: <= donc: =3 2_—3 donc : -3 >-1
+2 3 u,+2 3 u,+2
Donc : 2+u_+ >1 Donc:1<u,,, CQFD

n

2) Montrons que la suite (u, ) est décroissante

_ Ly _2u,+1 . S0, +1-u, (u,+2)  —u+1l 1-u’ (1-u)(l+u,)
Etude du signe de : Yy, n—Un+2 n = 0 +2 = 52 _Un+2_ e

Ona:1<u, donc:1-u <0 etO0<1+u,et0=<2+u,

Donc : U,,; —U, <0 Donc : la suite (u,) est décroissante

Exercicel? : Soit (u,)

. lasuite récurrente définie par : { ; Vne N
< 2

Montrer que suite (un )neN est croissante

Solutions : Montrons par récurrence que U, <U_ ., : VvneN

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB
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1étapes : on a U, = /U, +2 =2

Pour n=0 nous avons U, =0 donc: U, <U,.

Donc : la proposition est vraie pour n=0

2étapes : Supposons que : U, <U,

3étapes : Montrons alors que : U,,, SU,,,?2?

Ona: U, <U. donc U, +2<U,,+2 donc: \Ju, +2 <.Ju,,+2 cest-adire: U, <U.,
Par suite: VneN :U, <U

Donc : la suite (U, ), _, est croissante

3
Exercicel8 : Soit fonction f définie par: f (x ) =X 2+Zx

Soit la suite (u,) définie par : u, =% etu,,=f(u,) (VR eN)
1) Dresser le tableau de variation de f

1
2)a) Montrer que :(vn e N): 0<u, < 2

b) Montrer que la suite (u, ) est décroissante

3
Solution : 1) vxeR ; Pour: f (X ) =X 2+ZX ; Ona f estune fonction polyndme donc :

D; =R : On utilisant le résumé de notre cours :

Ona:a=1>0 etbzzet c=0 (f (x)=ax2+bx +c)

2
01=—£=—§ et f(a): [—gj:[—§j +—><(—§J:—E
2a 8 8 8 4 8 56

f(x) \_1.'. /

2

: : 3 : o
Donc : f est strictement croissante sur | = [—5,4‘00{ et f est strictement décroissante sur

1
2) a) Montrons que :(vn € N): O0<u, < " ?

1 1
Ona: 0<u, :ESZ la ppté est vraie pour n=0

1
Supposons que : O<u, < "

1
Montrons que : O0<u_,, < 2 ?
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1 1
Ona: 0<u, < 7 donc f(O)<f(u,)<f (Zj f est strictement croissante sur
3 . : 1
| = —g+0| donc strictement croissante sur O'Z

1 1 1
: < <fl|l= - £(0)=0 fl=|==
Donc: f (0)<u,,, < f[4j et comme (0) et (4j 1

1
Alors : OSUMSZ Conclusion : (vn € N) : OSung1

D

b) Montrons que la suite (u, ) est décroissante

3 1 ( lj
un+l_un :un2+_un _un :unz__un :un un__
4 4 4

1 1
Et puisque : O <u, =2 alors: 0<u, etu, —Zgo

Donc: U,,—U, <0 : (vn € N)
Donc : la suite (u, ) est décroissante
Vo=1; v=-1

la suite récurrente définie par : { vneN

Exercice3 : Soit (V,)
Vo2 = 2Vn+1 - 3Vn

neN

Calculer: V5 V5,V ,

Solution : Ona V,,, =2V, —3V,

Pour n=0 on a: v,,, = 2V,,, —3V, donc Vv, =2v, =3y,
Donc: v, = 2><(—l)—3><1=—5

Pour n=1ona: v,,, =2v,,, —-3v, donc v, =2v, -3V,
Donc : v, =2(-5)-3(-1)=-7

Pourn=2 on a: v,,, =2v,,, —3v, donc v, =2v, -3v,
Donc : Vv, =2(~7)-3(-5)=-14+15=1

Exercicel4 : Soit (u,,)

neN 3n

Etudier la monotonie de la suite (Un )n22

. n!
Solution : Soit N € N* —{1} Comme : U, :3—n>0

(n+1)!
Uy 37 _ (41! 3" _(n+n! 3" n+l
u, nto 3" Tl 33 Tnl 3
3n

Ona: nN>2alors: N+1>3 etdonc: nT+121

Upy )
Alors : L;H 2letdonc: VneN"—{1} :U, <U

n

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB
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Donc : la suite (un)nZZ est croissante
Exercicel9 : Etudier la nature des suites (Un)neN et (Vn)neN définies par :
U,, =uU,—3etu,=2 VneN
V,=Nn%+2 vneN
Solution:1)Ona: U, =uU —3< U, , —U =-3=constante
Donc : La suite (Un )neN est arithmétique de raison r = -3 et de premier terme U, = 2
2)Ona:V,=2;v,=3; V,=6
Ainsi: V;—Vo=letV,—V, =3
n’est donc pas arithmétique

. V., 3 v , o V \Vi
Onaaussi: et ~=—et-—2=2 cest-a-dire : +#-2
v, 2 v V, v,

La suite (Vn)neN

La suite (Vn )neN n’est donc pas géométrique

Exercice20 : Soit (un)n une suite arithmétique de raison r =-2 et U, =-2

1) Calculer : u,

2) Montrer que : U, =-2(n+1) VneN

3) Est ce que le terme -22 est un terme de la suite (un )n ? justifier votre réponse

4) Calculer la somme suivante : S =Uy+U; +---+U,,

Solution :1) (un )n une suite arithmétique tel que son premier terme U, = —2et sa raison r = -2
alors :U, =U,+r =—2+-2=-4

2) Puisque (U, )n une suite arithmétique alors : U, =U, +nr =—2+(-2)n=-2(1+n) VneN

3) U, :—22<:>—2(1+n):—22<:>1+n :_—222<:>1+n =11n=11-1<n=10

Donc : -22 est un terme de la suite (un )n etona: u,=-22

U, +U
4) (u, ). une suite arithmétique donc : S =Ug +U; +++U;; = (10—0+1)%
S :11#:11{724:114—12):—132

Exercice 21 : Soit (U, ), une suite arithmétique tel que : Ug =—7 et Uy =2

5 n
et Soit la suite (V, ), définie par : V,, = 25><(§j VneN

1) a) Vérifier que la raison de la suite (un)n est: r=3
b) Calculer :S; =Uy +U, +---+Uj

. L . S
2) a) Montrer que la suite (Vn )n est une suite géométrique de raison q = 3
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b) Calculer la somme suivante : S, =V, +V, +---+V,
Solution :1) a)(u, ). une suite arithmétique tel que : Ug =—7 et U, =2
Donc : U, =u, +(n—p)r
On pose : n=8 et p=5
Donc : Ug =Ug+(8-5)r
Donc: 2=—7+3r
Donc: 2+7=3r
Donc: 9=3r cest-a-dire: I = % =3

b) Calcul de la somme suivante : S; =Uy +U; +---+Uj
(u, ), Une suite arithmétique donc :
U, +u
S, =Uy+U,++Ug=(6-0+1)2—=
Ona:u,=u,+(n—p)r
Donc : Uy =U,+(8-0)x3
Donc: 2=u,+24
Donc: 2—-24=u, Donc: -22=u,
Etona:u,=u,+(n—p)r
Donc : Ug =U,+(6-0)3
Donc : U, =—-22+18=-4
-22+(-4) _-26

Donc: S, =U, +U, 44U, =7
1 0 1 6 2 2

5 n
2) a) Ona:Vn=25x(§j VhneN

5 n+l 5 n+l
25 A Vv n+1-n
Vo _ (:J @ @ 1 (5)5
v " sy \3)  (3) 3
R
3 3
Donc la suite (Vn )n est géométrique de raison ( = 3
5
3) Puisque la suite(vn)n est géométrique de raison g = §

6-0+1

1-9q

Alors : S, =V, 4V, +---+V, =V, 1
—q

5n
-V =25x%x| —
Ona:V, (3)
0

0
Pourn=0: ona:v, :25><@j par suite : v, =25x1=25 car (gj =1
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S, _25ﬂ_zsxﬂ__zsxﬁ(l_@?}__E[l_(ﬁﬂ

15 2 2|7 \3 2 3
3

Exercice22 : Déterminer le réel x pour que les nombres : 3x—1 ; 1-4x et x—5soient les termes
consécutifs d’'une suite Arithmétique pour laquelle il faut déterminer la raison.
Solution : 3x—1 ; 1-4x et x—5 les Termes consécutifs d’'une suite Arithmétique

< 2(1-4x)=(3x-1)+(x-5) < -8x+2=4x-6 < -12x=-8 <= x:%

Donc les termes de la suite sont :3x2-1-1 et 1—4x3=—§ et?_5-_13
3 3 3 3 3
Donc: —E—lz—gz r
3 3
Exercice23 : Calculer en fonction de n les sommes suivantes :
k=n
1)s, =Y k=1+2+3+..4n
k=1
, k=n
2)s, =) (2k+1)=1+3+5+..+(2n+1)
k=0
Solutions :1) on pose : u, =n
Ona: (un)n une suite arithmétique de raison r=1
Car:u, ,—u =1
k=n n
Donc : S, = Y K =Uy +U, +Us+...+U, :E(ul+un)
k=1
n
Donc: S, = §(1+ n)
1)on pose : v, =2n+1
Ona: (V,) une suite arithmétique de raison r=2
Car:v,, -V, =2
k=n
' n+1
Donc: S, =D (2K+1)=Vy+V, +V, +..+V, :T(V" +V, )
k=0
N+l n+1
Donc : S, :T(l+ 2n +1):T(2n+2):(n +1)2
3u, +2u, =21
Exercice24 : Soit (U, ) une suite géometrique tel que :
(n), g a a Su, —u, =9

1) Calculer : U; et U,
2) Calculer la raison g de cette suite

3) Ecrire U, en fonction de n

4) Calculer la somme suivante : S =U +U, +---+U;
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Solution : 1) Calculons : U; et U,

{3U1 +2U, = 21<:> 3u, +2u, =21 (1)
Ona: sy -u,=9 T |10u,-2u, =18 (2)
Donc: (1)+(2)=13u, =39 =u, =3
Su,—u,=9=u,=5U,-9=u, =6
Donc: U =3 etU,=6
2) Laraison q??
Ona:¥(n;p)eN? u =u xq""

1 u, 6
Pourn=2etp=1ona:U,=U0Qq < q:u_:§:2
1

3) Ecriture de U, en fonction de n
Ona:V(mp)eN2 u =u xq""=u, =uxq"" =3x2""

4) Calculons la somme : S =U, +U, +---+U,

1_q5 1+1 1_25
(un)n est une suite géométrique donc : S =U; +U, ++-+Ug =U, 0 =3 =

Exercice25 : probléme

La location d'une machine colte 60 DH la 1lére journée. La 2eme journée de location colte 65 DH
et chaque journée supplémentaire 5 DH de plus que la précédente.

Combien de jours pourra-t-on utiliser la machine avec un budget de 3570 DH ? Vous ferez
apparaitre sur votre copie tous les calculs nécessaires.

Solution : (un)mUne suite arithmétique :La raison I' de cette suite : r=5DH
Dont le premier terme est : U, =60DH La location pour la 1ére journée

U, =65DH La location pour la 2ére journée

u, =....DH Lalocation pour la n ére journée

U, en fonctionde n ?

Ona:v(np)eN2 u =u +(n-p)r
Pourp=1ona:u,=u+(n-1)r

Donc : U, =60+(n—-1)5 cest-a-dire :U, =5N+55 vne N’

u +u,

_ 60+5n+55  5n+115
La somme totale a payer serait : S, =U; +U, +U; +...+U =N 5 =n =N

2 2
Le nombre de jours pour utiliser la machine avec un budget de 3570 DH est N :

5n+115
s, =3570 & nT:3570 < 5n°+115n-7140=0 < n*+23n-1428=0

A=6241 Donc: n=-51 rejeté et n=28
Le nombre de jours pour utiliser la machine avec un budget de 3570 DH est n=28 jours.
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Exercice26 : Soit (u,)
2, -1
U, VneN Eton considere la suite (Vy ), Définie par:v, :ui—l VneN
u, =3 n

1) Montrer que : (vn)neN est une suite arithmétique et déterminer sa raison I' et son premier terme

_y lasuite récurrente définie par :

n+1

2) Ecrire V, en fonction de n
3) En déduire U, en fonction de n
4) On pose : S, =V, +V, +...+V,, ; Calculer : S, en fonction de n

Solution :1) V., -V, = 1 _1 = 1 _1 _Un_1_1
. n+l n uml—l u, -1 M—l u, -1 u, -1 u, -1
un
Donc (v, )neN est une suite arithmétique de raison I'=1 et de premier terme : v, = —31 1 =%

2) Ecriture de U, en fonction de n:

Ona (V,),.,est une suite arithmétique de raison I=1 et de premier terme : Vo = >

1 1 2n +1
Donc:V, =V,+Nr :E+nx1:5+n =

1
Puisque : V, =—— c'est-a-dire : U, =—+1
u, -1 "
1+ 2n+1 2n+1+2 2n+3
Vv o+l 2 2 2 _2n+3
bone -, = v, n+1  2n+1  2n+1 2n41
2 2
4)Onpose : S, =V, +V,+...+V,, ; Calculons : S, en fonction de n
V,+V
S, =V, +V, +..+v _,=n—"L
onay 22Nty 2(n-1)+1 2n-1
n 2 n-1 2 2
1+2n—1
~ 2
2 2 n
Donc: S, =N&—F/5—=—
" 2 2
. . . .. Uy =74, +1
Exercice27 : Soit la suite récurrente (un)neN définie par : 2 ; VneN
u,=1

Et soit la suite (v, ) _ définie par:v, =U, -2 VneN
1) Calculer: u, ; V,
2) Montrer par récurrence que : U, <2 : VneN

3)a) Etudier la monotonie de la suite (u,) _.
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b) Déduire que la suite : (u,) . est minorée par 1

c) Que peut-on déduire pour la suite (U, )__

1

3) a) Montrer que la suite (vn )neN est géométrique de raison 4 = E

b) Ecrire V, en fonction de n
c) En déduire U en fonction de n

4)Onpose: S, =V,+V,+..+V ; Calculer : S, en fonction de n

Solution:1)Ona: u :%un +1 VneN

n+1

1
Pour n=0 on : Uy,, = —U, +1 c’est-a-dire : u, =1><1+1=1+1=1+3=§
2 2 2 2 2 2
Donc : u, _3
2
< 1 3 3 3 4 7
Pour n=1on: _1 Cest-a-dire:u,==x=—+1l==+4+1l==+—=—
Up, 2ul+1 2 =575 4 4 4 2
Ona: V,=U,-2; VneN
Pourn=0on:V,=U,-2=1-2=-1 c'est-a-dire:V,=-1
Pourn=1on:v, :u1—2:§—2:3_—4:_—1 cest-a-dire ;v — L
2 2 2 * 2
2) Montrons que : U, £2  VnelN
Pour n=0 on a U, =1<2 donc la proposition vraie pour n=0
Supposons : U, <2
Montrons que : U,,; <2 ?
1 1 u - 2-u
2-U ,=2-|-u +1|=2--u -1=1-—L=—"1™"
2 2 2 2
Ona:u,<2donc 2-u, =0
2—-U
Donc : > =20 par suite :U,,, <2
Donc d’aprés le principe de récurrence : U, <2 VneN
3)a) Etude de la monotonie de la suite (u,)__ ?
1 u +2-2u, -u +2 2-U
Upoy =Uy =20, +1-U, = T T 5 ~ . WneN
. 2_un
EtOna:U,<2 donc: 2—u,_ = O parsuite: U,,; —U, = > >0

Donc : (u, ). _,, estcroissante
b) (u,),_, estcroissante donc : Uy SU; U, <....... <u,
Donc: Uy <U, c'est-a-dire: 1<u, ; vneN

Donc : (u,) , est minorée par 1
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c) La suite (u,) _. estmajorée par 2 car U, <2 ; ¥neN
Et la suite (u, ) _ est minorée par L car 1<u, ; WneN

Donc : la suite (u, ) _ est bornée

1
3) a) Montrons que la suite (v, ) __,, est géométrique de raison J = 2 ?

u, -2
2

n+1

PV R S R
2 2

n

Donc : Vo :iv
2
L . 1 .
Donc : (vn)neN est géométrique de raison ( = E et son premier terme : V, =-1

1
b) Puisque : (v, )neN est géométrique de raison : g = Eet son premier terme : V,=-1

. 1y (1Y
Alors : V,, =V x( =(—1)><(Ej :_(Ej

c)Ona:v,=u,—2<V_ +2=U, etona:vn:_(%j

Donc : u, :2—[3 VneN
4)Onpose: S, =V,+V,+..+V et T =U,+U, +...4+U,

a) Calcul de : S, en fonction de n

le nombre de termes )

1—raison'
1-raison

(V,)._, estgéométrique donc :S, =(le premier terme dans lasomme )
le nombredetermes=n-0+1=n+1
1 n+l 1 n+l
1‘@ 1‘@ 1y
f—=3— =6><£1—(Ej ]

1-= =
2 2

Donc: S, =V,

_5u,+3

n+l =

Exercice28 : Soit la suite récurrente (Un)neN définie par : U,+3  wvneN

u, =1
u -3

n

Et Soit la suite (Vn)neN définie par :Vv, = L1
+

n

vneN

1) Montrer que 0<u, <3 VvneN
2) a) Etudier la monotonie de la suite (Un )neN
b) Que peut-on déduire pour la suite (Un )neN ?

3) Montrer que la suite (Vn)neN est géométrique et déterminer sa raison et son premier terme

4) Déterminer v , en fonction de n et en déduire u,, en fonction de n
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Solution : 1) a) Montrons que : O0<u, VvneN
Pour n=0 on a u, =1>0 donc la proposition vraie pour n=0
Supposons : 0<u,
Montronsque : O<u, ., ?
_5u,+3

Ona:0<u, etu, , = donc u
u,+3

>0

n+1

Donc: O0<u, WneN

b) Montrons que : U, <3  vneN
Pour n=0 on a u, =1< 3 donc la proposition vraie pour n=0

Supposons : U, <3

Montrons que : u,,, <3 ?

n+1

_5un +3 _ 3(un +3)—(5Un +3) _ —2Un +6 3 —Z(Un —3)

u,+3 u,+3 u,+3 u,+3

Ona: U,<3et0O<u, donc 3—Uu,, >0

3-u .. =3

n+l

Donc: U, <3

Donc: 0<u,<3 vneN

2) a) Etude de la monotonie de la suite (Un )neN ?

Uy =t 50, +3-u,(u,+3) -u’+2u,+3
ey 43 u, +3 u, +3

n

Ona: 0<u, donc O<u,+3

Le signe de u,,,-u, estceluide: —u?+2u, +3

A=4+12=16>0 donc: x1:_2;4:—1 et xzzig“zg

Donc : —u,*+2u, +3=—(u, -3)(u, +1)
Ona:u,=0doncu,+1>0

Etona: u,<3donc: u,—-3<0

Donc : y_ -u B ) [ O N
L u, +3

Donc : (Un)neN est croissante

5u,+3 5 S, +3-3(u,+3) 2u -6

u,—-3 u+3 u,+3 u+3 2u, —6
3) Vn+1: : = = = =
Upatl S +3, ) 5U,+3+(u,+3) - BY ¥ u, +6
un-i_3 Un+3 Un+3
2(u,-3) 1u -3 1
Vﬂ+1: =7 :_Vn
6(u,+1) 3u,+1 3
: o . 1 . ) u,-3 1-3
Donc la suite (Vn)nGN est géométrique de raison : = = g et son premier terme :v, = =——=-1
3 u,+1 1+1
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. . . 1 .
4)puisque : (Vn)neN est géométrique de raison '3 q et son premier terme :v, =—1 alors :

u +1

n

v =(—1)X(1] ——(%) ttona:v, = un_3<:>Vn (u,+1)=u, -3 Vv,u, +Vv, —u, =-3

v, — -V,

PROF: ATMANI NAJIB C’est en forgeant que I'on devient forgeron: Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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