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Correction : Devoir surveiller n°3 sur les lecons suivantes :
CALCUL TRIGONOMETRIQUE et LES SUITES NUMERIQUES

Durée :2 heures

Exercice1 : (3 pts) : (1,5pt +1,5pt)

Jio

. 12
1) Soit & 3—”;21 tel que : sina =—— ; Calculer : sin £—a
2 13 3
T _ 5 10
t 0, —| Tel : =— @t ¢ = —
{e ;35:| 2[ el que : sina S et sin /4 0

2) Soit e :lﬂ;

ro | N

Montrer © c + S =%

3 s 5
Solution :1)Ona: a € }%;23[ et sinex =%

On sait que : sin(x=y)=sinxcosy=cosxsiny

Donc : Siﬂ[E—ﬂ']ZSiIIECDﬁi‘I—C{}SESIHH:mCDSH—lX—E=£CHSH+'E'
3 3 3 2 AP17%2 13
Calculons : cose
. . : k5 144 25
Onsaitque : cos’a +sina=1 donc: cos @=1-sinag=1-—="—""—
169 169
25 .5 2 5
Donc: cosa =, |-— =— OU cosa= 2 N et puisque : QEJE;Q;{ alors : cosa=—=0
169 13 169 3 2 13

DONG : gin[Z_p )35, 6 _5\B+12
3 20713 13 26

Jio

2) Soit ae}n;g[et ﬁe}t};%['ﬁalque: sinazg et sin =1

Montrer : & + 8 =%

On sait que : cos(a + /) =cosacos f—sinasin

Calculons : cosa et cos

A 24/5
Puisque : e e ](];g[ alors ° cnsa:i

J

5 3 b % ]. 9
On sait que : cos” f+sin” f=1 donc : ucn:-S‘,Jﬁ'=I—s:urf*,b':l—ﬁ:m

. 3410
Donc : cuaﬂ:% ou msﬁ':-% et puisque : ,{fe}ﬂ;%[ alors : ﬂnsﬂ=%
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5

Dﬂnﬁ:ﬂﬂﬂ[ﬂ'i'ﬁ}:— ?—? ﬁ_ 5 lﬂ_ 5

Donc : ms{rx+ﬁ]=cos[%] comme : a r—_':l[);%[et ﬁe}ﬂ;%[ alors : O<a+f<nx
T i
Alors : a+ﬁ:z+2k;r et ke? et a+ﬁ:1+2ﬁ:ﬂ
T 1 | 3
De—4+2br<ao0<—+2k<lo——<k<—=k=0
1 4 8 8

Donc : a+ﬁ=£+2xﬂx;r:f
4 4

Exercice2 : (6pts) : (1,5pt+1,5pt+1,5pt+1,5pt)
Soit xe® on pose :a@=cosx+cos3x et b=sinx+sin3x
1) Montrer que : YxeR : a” +b° =4cos’ (2x)

2) a) Montrer que : Vxek : a=2cosxxcos2x et b=-2sin2xxcosx

b) Montrer que : Wxek : a+b=2ﬁcn:~;xxcns(2x—%)

3) Résoudre dans [ﬂ;ﬂ'] 'équation : cosx+smnx+cos3x+sm3x=0

4) Résoudre dans [El;;fr] linéquation : cosx+smx+cos3x+sm3x <0

Solution : 1) a) —»Montrons que : YxeR : a’ +b* = 4cos”(2x)

Soit xe® : Ona: a=cosx+cos3x et b=sinx+sin3x

Donc : @® =(cosx+cos3x)” =cos” x +cos” 3x+2cos xxcos 3x

Donc : b’ ={::in:t:+51113Jr]2 = sin” x+sin” 3x + 2sin x xsin 3x

Par suite : @ +b” =141+ 2sin xxsin3x+2cosx xcos 3x

Donc: @ +b° =2+2(cos xxcos3x+sinxxsin3x)=2+2cos(x+3x)=2+2cos(4x)
Donc: a’ +b° = 2+2c05(2(21)) = 2+2(2cusl (2x)- I) =4cos’ (2x)

Par suite : WxeR : @’ +b” =4cos’ (2x)

2) a) Montrons que : WxeR : a=2cosxxcos2x et b=-2sin2xxcosx

Ona: d=cosx+cos3x= ZCDS(IZSIJEDH[X_EEIJ = 2-;:-;}5{21}0:1%{—:) =2 cnsxcns{lr)

Ona: b=sinx+sin3x= Esir{ > ZBchu&;[I—;I) =2sin (Ex)cus(—x) = 2cos xsin (?.x)

a
b) Montrons que : vxe i : H+b=2ﬂcﬂsxmas(?.x—g]

a+b=2cosxcos(2x)+2sin(2x)cos x = 2cos x(cos(2x)+sin(2x))
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2 g
a+b= E«Ecnsx[£ cos(2x)+ gsin {Ex}] =Lﬁcmx[ms§m5|[h}+ singsm{lx}J = Eﬁcus X xms[lx—%]

i Fa

3) Résolvons dans [0,r] I'équation : cosx+sinx+cos3x+sin3x=0

cosx+sinx+cos3x+sin3x=0<=a+b=0

QZﬁm}SIx L:-:}:{Ix—%] =1{) chsxxcns(Ex—%J =0)

e cosx=0 ou cns[h‘—%) =0

<:>x—£+k;r ou 21‘—£—£+J’m <k g’{:}x—£+k3‘r ou r—E—E-:—ki ke
2 “F B =i SR
ﬂggﬂm <re>05<k <05=k=0= x=§
1’.]I£3‘—'7r+1£;i i_i:r-::::—}—xiki £—E<:>—E£k f_iizbk:ﬂoukzlj x:3—}r ou x:?—}r
8 2 8 2 8 4 4 8 8
Donc: &, ., = E;E;?—E
['U._:'!’] 827 8§

4) Résolvons dans [0; 7] l'inéquation : cos x+sinx+cos3x +sin3x <0

cosx+sinx+cosdx+smix<l<=a+b<l <= E-J'Ecasxxcns(ix—%){:}cosxx cns[l‘r— %)

cosx =0 T
xell—
{x E{U;J'r] [ 2[

T rms(X)}ﬂ .

cos| 2x—— |=0 T > T 3r Ir

F 4 S yx——=X g g Aeg——= U |—:—
XEI: ' } 4 4

e 7 —

4’4

n 8 8

[ T
cos| 2x—— | =0 1.l -
) ( 4J @XJEE['J;T UTTH;EJT]Q?JE[G;%[UT ;Efr]cnxe :—M{u]—h:z}

Tableau de signe :

£ il

— ||

AL - + [1] — o

11)(-1{'_’.1'-—-]} + |_Ii
I :
|

iF }4’) -+ |

Donc: §= ?—H;E u ?—E;;r
2 8
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u, =1
Exercice3 : (3pts) : (1.5pt+15pt): Soit la suite récurrente (v, ), définie par : __ 4,  vnen
" 2u +1
Montrer que {uﬂ }HE,___est minorée par 1 et majorée par 3.
Solutions : Montrons par récurrence que : wnell 0<u <3
1étapes :n=0ona: 0<u,<3car O<l<3
Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : Hypothése de récurrence :
Supposons que: 0<u, <3
3étapes : Montrons alorsque : 0w, <377
Ona:0<u donc 0<2u +1 et 0< 7y,
Tu, Ty, =3(2u, +1)

Donc 0<u,, (l)etona: u, e T
i, + u, +

I

ma+l

e =3 g puisqueona: 0<u <3
2u, +1

Onadonc: u,-3<0 et 0<2u, +1
Donc :u,,,-3<0 cest-a-dire : u,,, <3(2)
De {]] et (2} en déduitque :0<u

-+l = 3

D'oll vnel :0<u, <3

Donc :{ar,]ﬁ:.est minorée par 1 et majorée par 3.

Exerciced : (2pts) : (Ipt+1pt): Soit la suite récurrente (4,), définie par: | U,  WneN

1) Calculer: z¢, . 4,

2) Déterminer u,,, en fonction de ¥, et que peut-on déduire ?
I

3 3
Solution :1) Pourn=0on a: Uy, = ——=——=> |1, ==
i1 3-1 2

i
Pourn=1ona: u,=——=

2) Soit : neN : u,,,=—>2l_=_= s =y

Donc: Vel U, ,=U,

Donc : la suite {un }NE”est périodique de periode : T =2
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Exercice5 : (6pts) : (1pt+2pt+Ipt+Ipt+Ipt)
1

Soit la suite (u, ) définie par : u, =1 et u,,, = f(u,) ot f(x)= =
X

1) Etudier les variations de f sur E*
2)Onpose: &, =, et B =u_ Ynel

&

a) Montrer que la suite (o,) est croissante et que la suite (f,) est décroissante
b) Montrer que : @, = 3, Ynell

1
3) Montrer que : (vn € ) 3 <. <1
4) Montrer que : |u,,, —u,|< 1 vnen
"

Solution :1) Soit: x, €[R et x, €IR" telque: x; = X,

x<x, =>x+l<x,+1= L = 1 = (X =l Y

= Tt ER- 3

Donc f est décroissante Sur B*
2)Ona: a,=u,,, et B =u,etu,=rf(4); Ynel

Donc: a,,, =[.f°f){fxn) et B, =(f°f}(.3n)
Et puisque f est décroissante Sur £* et f['_'{-‘}:: ®* alors : f P f est croissante Sur |°

a)Montrons que : &, =a, +1 et B, <p, : VYnel

Pourn=0ona: g =lcgq =3et ﬁ.=§5ﬁn=l
= |

2
Onsupposeque : &, <a,,, et 8., <8,
Montrons que : &, ,, <&, . et B..<f.., ?
Ona: &, =«,,, et B, <, etpuisque f- f estcroissante Sur *
Alors (/= £)(@,) (= 1)(@,) et (f*£) (B < (S =1)(8.)
Donc: &, < Qamtt = b..;
Donc: &, < a,,, et B.., <0, ¥nel
Donc : (e,) est croissante et la suite (f,) est décroissante
b) Montrons que : @, < [, Ynell

1
Pourn=0ona: ﬂ’u=5et By=1donc: o, < 5,

On suppose que : &, = [,
Montrons que : &, < f3,., ?
Ona: &, < 3, etpuisque f- f estcroissante Sur R* alors : (/= f)(a,)<(f=/)(8,)

Donc: e,,, = f3,,, donc:a, <pfB VnelN

1
3) Montrons que : (¥n € N) ; 2 <u,=1
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Puisque : @&, =&, = B =< B, (vneR)

L T L

sl —

Donc :

Donc: — <4 <1 (Vn €N)

b | = b2 | —

1
4) Montrons que : |u,,, —u,|<— YanelN’
H
Pourn=1ona: |ee, —H.|=l donc : |ue, _u1|5}
2 p3 2

gt
n

On suppose que : |u,,, —u,

L LS

rn+1
] 1

Mg+l wu, +1

Montrons que : |u

n+2 T

Hr:+] | E

1

(HH_H +1}{u" + Ij
3
2

Dn a : Iun-l-l T H_,rq | =

u i

Ll |

ntl

3
<l+u,<2 et E£1+H <2

m+l

Donc : I {4et
. S e - ot
(o D 1) B o M thlE

n+l
|
Mo —u
IR T L On
{ n+l }[ " }

4 Sn—4
-==2""7 . 0 donc: LM |
n+l 9n 9n[n+1} O  n+

Donc :

Etona:

- Hrr+| | T

Donc: |u

mn+2

n+l

|
Dong : [t —u,| < ~VneN’
PROF: ATMANI NAJIB

C'est en forgeant que I'on devient forgeron : Dif un proverbe.
C'est en s'entrainant réeguliérement aux calculs et exercices que 'on devient un matheématicien
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