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Correction : Devoir surveiller n°3 sur les lecons suivantes :
CALCUL TRIGONOMETRIQUE et LES SUITES NUMERIQUES

Durée :2 heures

Exercice1 : (3,5pts) : (Ipt+1pt+1,5pt)

2w

10

2)a) Monter que : WxeR ; cos3x=(1-4sin’ x)cosx

1) Vérifier que : cos 31—” = sin

b) En déduire les valeurs de : cnsli et sin %
3) Monter que : sin;—gz é(ﬁq./m 125 -5+ 1) ( on remarquera que : Z—g St
Solution : 1) Vérifions que - ccs::—':_: =sin =2

&
Ona:B_;r_l_Err_ﬁfr__;r:}B?r 2;'1'__;'1' 2

0 10 10 2 10 10 2 10

3 T 2x . 2

Donc: cos—=cos| ——— |=sin—
10 2 10 10

2)a) Montrons que : ¥xe® ; cos3x=(1-4sin® x)cosx
cuslr:cns(:r—!—ﬁx}=t:ns(x}xcus(h}—sin(x):-csin (Ex)(]—risinz I)CDSJ&'
Comme ona: cos2x=1-2sin" x et sin2x=2sinxcosx

Donc : c1153=c051x{1—25in3 x]—?.s;in2 XCOSX = C{}Sxx(l —2sin® x—2sin’ x] =cosxx(1—4_~:in3 x]

b) Déduisons les valeurs de : cos 2~ er sin—-
10 10
T

Onsaitque :Vxe® ; cos3x=(I-4sin’x)cosx doncpour: x= =

ir My T
cos—=| 1-4sin” — |cos— eton a : .3—}?:.' o
10 ( m] 10 s T

Donc: [I—4sin1%Jcas£=sinzi ﬁ[l—rﬂrsinl%JmsE =25in£cus% car :sin2x =2sinxcosx

10 10 10 10
= I—ail:-;ir11£=25;in1 car C{!Siiﬂﬁdﬂjn1£+25illi—|ﬂﬂ On: A=b"—dac=4
10 10 10 10 10
Wy —1+45 . x_—1-+f5
b i = S oro<X <Zdonc:sinZ >0
10 4 10 4 10 2 10
I —I+~,1’5_
Donc: sin—=
10 4

2| T Al T
Pour toutTe R, cos® x+sin®x=1 donc: cns_(ﬁ]=]—3|ﬂ{ﬁ]
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b — E 3 2 -
Donc : ms‘[ilzl{ﬁ] :l—#"fﬁ%1 C'est-a-dire : c-nsz[iJ:mJ' ‘E

10 4 10 16

Donc: cos| = |= ’”}*3\‘"5_ i ol E ‘1u+14’§
10 16 10 16

Deplusona: 0« %4 T donc: m{%]}“

Par suite : fns[?%]= ED+2J§

16
3) Montrons que : sin;—g=é(ﬁ«.{|ﬂ+2f—\!§+1)
= mT

gy 8 e o
30 3 10

sin— =sin| ——— |=sin| — [cos| — |—cos| — |sin| —
30 3 1 3 10 3 10

1-';"1?—”=:-'.in[£ £]=£ ‘m;zﬁ—%ﬁ_]= (ﬁm-£+])

1
30 3 10) 2 8
Exercice2 : (5,5pts) : (1.5pt+Ipt+1.5pt+1,5pt)

Soit xe® on pose : A(x)=2cos’ x—cosx+2sinx—2sin’ x

1) a) Montrer que : ¥xe® : sinx—sin’ x=55in?.xxcﬂsx et 2cos’ X —cos X = cos2X X COS X

T
b) En déduire que : A(x)= ﬁm&{h—z]msx
2) Résoudre dans R I'équations : A(x)=0
3) Montrer que : b’xe[—%;g]: A(x)=0
: .4 [
Solution : 1) a) —Montrons que : YxeR : SINX—sIin” x = Esm 2xxcosx

On sait que : sIN2x=2SINXXCOSX

X l » a 3 . s 1 i i g
—smExxcusx=—251nxxmsx><cos_r=51r1x><c:03‘_r=51r1xx(1—3m x):sm_r—mn X

—Montrons que : VxeR : 2¢0s’ x—c0osx =C0S2XXCOS X

On sait que : cos2x =2cos” x—1
COS2XXCoOsXx = (2(;032 x—l)cnsx =208  X—COSX

i
b) Déduisons que : A(x) =«Ecns[zx—z] Ccos X
Ona: A(x)=2cos’ x—cosx+2sinx—2sin’ x

1
Donc : A4 (J‘} =08 2x % cusx+2(55in 2x xcusx]
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Donc : A(x)=c0s2xxcosx+sin2xx cosx
Donc : A(x)=cosx(cos2x+sin2x)

4
Donc : .&'(x}:ﬁcmx i4;:-.'1521{+L-3.i112x}=x,(rlT-:nv:-'.JL{%DL}:-;EJ{+%sinh‘]
8

V2 V2

Donc : A(x)=+2cosx| cos Ems 2x+sin Esin 2:-:]
\

i
Donc : .4(I}=J1_'cus_r cus(lr—%]]

L%
2) Résolvons dans E I'équations : A (x) =()

A(x)=0 < y’icuﬂx(cus[Er—%]]:ﬂ <cosx=0 ou BDS[EI—%J =0

4 X
s x=—+kr ou 2x——=—+kmxr - 4
2 4 2 P

T 37 kr
<:>x=5+k:r ou x=?+— ‘- keZ

2
Donc: S, ={£ +k};;£+ﬂfﬁ;,€z}
CoL2 8 2

3) Montrons que : ‘v’xe[—%;g] A(x)z0

Ona: A(x)= JLTCGS[ZI—%JCGSI

T n

."ﬂ’_ e |——:—
Comme : Vx ] 2,2[ cosx >0

Rl | & A
& [_E'il]c} 2‘3[

Alors : cosx>0(1) : b‘xe[—%;g]

Fo. X T m T T T T
Soit : xe|—-=1= | 2xe|-—= | 2x——€|-=;= [ cox| 2x-= |20 (2
P g S G e G T

(1) et (2) = 4(X)20 ﬁxe[—%;g]

Exercice3 : (3pts) : (I1.5pt+1.5pt) Soit la suite récurrente (u, )., définie par : 1+u, . VYneN

ililr:+] =

l—u,

1) Montrer que la suite (u,)_, est périodique de période : T =4

2) Calculer: 24,45, - 5455
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1+
14 alt

| Ee o5 P B i, 1

i e ) Y= = = ——
Solution : 1) Soit: nell ;| U,z — I+, »

M

| — e

H

14w, . =1
Dﬂn!_':: I'{ﬂ+3 — 1 B l =
L I{u+2 ] e "

1+ 2
T ey 1+ 3 — 1 — — 1
Donc : -+ | T g sy 2 "

n+3 L

. +1

n

Donc: Ynell: 2, , = 1,
Donc : la suite [uH }NE”est périodique de période : T=4

2) Usgrq = Usperaro = g = 3

Donc : u2ﬂ24 =3

Us0o5 = Usppxarr — U
1+u, 142
l—u, 1-2

= |, =3

Pourn=0ona: 4, =

Done : Hz{]zg T _3

Exerciced : (4pts) : (Ipt+Ipt+Ipt+Ipt)
Soit (#,),_, la suite récurrente définie par : - VnelN

1) Calculer les 3 premiers termes.
2) Montrer que la suite est minorée par 0
3) Montrer que la suite est majoree par 2

4) Que peut-on dire de la suite (, )

Solution :1)ona u, ., = ..,fun +2

Pourn=0ona: u =.u,+2 donc “1=\E

Pourn=10na: u, =.Ju +2 donc u, =42 +2
Pourn=2 on a: u, =.fu, +2 donc u; = VA2 +2+2

2) Montrons par récurrence que : YrnelN :0<u,

neM

1étapes : l'initialisation : Pour n=0 nous avons u#, =0 donc 0 <u,.

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : d’hérédité ou Hypothése de récurrence

Supposons que : 0 <u,
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3étapes : Montrons alors que : 0<u_,, ?7?
orona: u,, =.fu,+220
Donc: VaeN :0<u,
Donc : La suite est minorée par 0 car 0<u, : Wne N
3) Montrons par récurrence que : VneN:u, <2

1étapes : l'initialisation : Pour n=0 nous avons #, =0 donc u, <2,

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : d’hérédité ou Hypothése de récurrence

Supposons que : 4, <2

3étapes : Montrons alors que : u_,, <227

Ona: u,<2donc u,+2<4= \fu,+2 <4 =u,, <2
Donc: VneN :0<u,

4)0Ona u, <2 :VneN et O=u, ; VvnelN

Par suite : VnelN :0<u, <2

Donc : la suite (%, ) _ est bornée

5)Montrons par récurrence que u, <u,,, : “nel

1étapes : ona u, =i, +2 =2

Pour n=0 nous avons 4, =0 donc: 4, Su,.
Donc : la proposition est vraie pour n=0
2étapes : Supposons que : U, Su

3étapes : Montrons alors que : 4, =U, , ??

Ona: u,<u, donc #,+2<u,,+2 donc: fu,+2 <\Ju

i+l

+2 c'est-a-dire : U, =U ,
Par suite : Vel U4, <u ,

Donc : la suite (#, ), _, est croissante

Exercice5 : (4pts) : (Ipt+1pt+1pt+1pt)

On considére la suite {u,}m,; définie par : u,=0 et : u,,, =W Wnel

1) Montrerque : Ynell ; 0<u <4

2) Montrer que la suite {u"]est croissante.

3)a) Montrer que Vnell | 4-u _, < %{4-::"}

b) Déduire que : Va2 = IN © 44 g4(l}”
"= 2

Solution : 1) Montrons par récurrence que : wnell : 0<u <4
1étapes : linitialisation : Pour n=0 nous avons u, =0 donc 0 <u, <4.

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : Hypothése de récurrence
Supposons que : O=u, <4
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3étapes : Montrons alors que : 0<u ,, <477

Ona:0su,<4>0<3u <1224<3u +4<16 >3 < Bu +d<fl6 22< fu +4<4o2<u <4
Donc : D'aprés le principe de récurrence wnel @ 0<u <4
2) Montrons que la suite (1, )est croissante.

. . (-w..l'j'““"n""i =u, }("Jiun +4 "‘"n} 3u +4=—u. = +3u,+4
Soit neH : "nﬂ_"n:'ﬁ”n"'q‘_”..: L. n IR n n

Ji’m’, +4 4+ J3Hn +4 +u, men +4+u,

Le signe de u,., —u, un est celui de : -2 +3u, +4 car \Bu, +4+u, >0 eneffet (0<u,)
Etudions le signe du trindme : —x*+3x+4 : A=b'-dac=9+16=25>0

_=b+JA  =34425 =345 —b=JA =3=425 -3-5_
=N a2 » s

= =—]1 &l x, = 4
2a 2 -2 2a -2 -2
—(u -4 -(=1 —(u — .
Donc: u,_, —u_ = (=) = (=) = (1, —4) (, +1) et puisque : D<u, <4
.J?mﬂ +4 +u .JEun +4 +u

Alors : (u,—4)(u, +1)<0 cest-a-dire: u_, —u, 20
Par suite : la suite (u, Jest croissante.

Remarque : methode2

Le tableau de signe du trindbme : —x* +3x+4 est le suivant :
X % | l oy

I gN| : 3 -:u

et puisque : O0<u, <4 alors : = +3u,+4=0

Alors : u,,—u, 20 et la suite (1, jest croissante.
3)b) Montrons que : Vnell ; 4—1.'H£%{4—un]

4=(4—..r'3u"+4][4+,.|||3un+4)_ 16-3u, -4 _ 3{4'“}.}

4+3u, +4 T4+ fu,+4 4+ fu 4

Soit nell : 4—u_ =4-f3u +

3

—(4-u
4+.,‘3uﬂ+4[ )
Ona:0<u <420<3u, <1254<3u, +4<16> 4 < fu, +4 < fi622< fu +4<4=26< Hu +4+4<8

1 | ] 3 3 | 3 3[4—1;] 1
o Qe MW 7 oo Alors: (d—g e el ooy ) car 0<u, <4
8 fu+d+d 6 8 Bu+d4+d 2 H{ ) .,rliuﬁ,+4 +4 2[ )

Donc: wnel ; 4—!:,.,125{4-“«}

Donc: d-u_, =

b) Déduisons par récurrence que : Wneld 4—u =< 4(;_]

I ]

(1]
1étapes : linitialisation : Pour n=0 nous avons 4-u, =4 et 4(5) =4xl=4donc 4y, 54&] )
Donc la proposition est vraie pour n=0

2étapes : Hypothése de récurrence : Supposons que : 4-u, < 4{%]

i+l
1
3étapes : Montrons alors que : 4-“,1.” i{i) 77
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1

5{4—!.[”}

8- el i
Ona:a_y4 <4 1 = —(d=u 54[—] X—=>—[d=y 124[—] et comme : 4-“,” <
e = [2 2{ ") 2 2 2{ ") 2 :

Ht+l
Alors : 4—y < 4[%]

n+l
1
Donc : D'aprés le principe de récurrence vaneld @ 4—u,., =< 4(5]
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C'est en forgeant que l'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C'est en s'entrainant réguliérement aux calculs et exercices que l'on devient un mathématicien
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